Prof. Dr. F. Natterer WS 2000,/2001
Ubungen zur Vorlesung PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ubungsblatt 1 , Abgabe: 26.10.2000 , 15.00 Uhr, Ubungskasten 75, 76

Aufgabe 1: (4 Punkte)

a) Eine Funktion v € C*°( "\ {0}) heiBt homogen vom Grade «, wenn
u(tr) = tu(x) , V z€ " x#0, te T

gilt.

Zeigen Sie: uw € C*°( "\ {0}) ist genau dann homogen vom Grade «, wenn
ix% =au
S 0w
b) Losen Sie die Aufgabe
T1=—+ 29— =0 in 2\ {0},
T

u = f(x) auf dem Kreis um 0 vom Radius 1. Setzen Sie hinreichende Regularitéit
von v und f voraus.

Aufgabe 2: (4 Punkte)
Sei u € CY( ).

(a) Zeigen Sie: u ist genau dann eine radiale Funktion (d.h. u(z) hingt nur von z?% + 23
ab), wenn
Toly, — Tz, = 0 .

(b) Leiten Sie eine entsprechende Differentialgleichung her fiir Funktionen u, welche
entlang der Ellipsen (2, — my)?/a® 4 (3 — mo)?/b? = 1, (my,my) € 2 fest, a =

kb, ke \{0}fest,be \ {0}, konstant sind.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Sei f € C'( ') beliebig.
Zeigen Sie: Erfiillt u € C*( ?) die Beziehung

1
Ty = gug—i—f(u—xl) ,



so ist u Losung der Differentialgleichung

ou , Ou

— —=1.
al’l “ (91'2
Aufgabe 4: (4 Punkte)
Losen Sie die Aufgabe
Y
ez~ o
Ju

mit einer Konstanten ¢ > 0 und Funktionen f € C?( ), g € C(
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Ubungsblatt 2 , Abgabe: 02.11.2000, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 5: Wir betrachten die Differentialgleichung

ou ou_
or Oy

(a) Zeigen Sie, dafl die Anfangswertaufgabe
u=x entlang T':z4+y=0

eine in einer Umgebung von I' eindeutig bestimmte Losung hat, welche bei Annéhe-
rung an die Hyperbel 22 — y? = 4 betragsmiflig unendlich wird.

(b) Die Anfangswertaufgabe
u= f(x) entlang T:x—y=0

besitze eine in einer Umgebung eines Punktes von I stetig differenzierbare Losung.

Zeigen Sie, dafl dann in dieser Umgebung f(xz) = —1/(z + ¢) mit einer Konstanten
c oder f =0 ist.

Aufgabe 6:
(a) Seien a, b € C'(R?). Wir betrachten die lineare homogene Differentialgleichung
a% + b% =
ox dy

Zeigen Sie: Ist u € C*(R?) entlang jeder Losung von

dx dy

$:a<x7y) 9 E:b(‘xay>

konstant, so ist u eine Losung der Differentialgleichung auf R?.

(b) Bestimmen Sie nach der Methode aus (a) eine Losung von

Uy + 3x2uy =0.

Aufgabe 7: Sei u = f(z,y,c) eine Flichenschar im R* mit Parameter c. Sei g eine
Funktion mit

O v g(.y)) = 0.
Dann heifit u = f(x,y, g(x,y)) Einhiillende der Flachenschar.



(a) Zeigen Sie: Ist jede Fliache der Schar Losung der partiellen Differentialgleichung

Y

F(m,y,u ou 8u>

) %7 aiy
so auch die Einhiillende.

(b) Zeigen Sie, daf die Fliachen

u:\/l—(x—c)2—y2, (z—c)P+y* <1

fiir jedes ¢ Losungen der Differentialgleichung

()

sind und bestimmen Sie eine weitere Losung durch Bildung der Einhiillenden.
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Ubungsblatt 3 , Abgabe: 09.11.2000, 15.00 Uhr, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 8: (4 Punkte)
Wir betrachten die Eikonalgleichung [p| = 1 in R™ Sei I' : x = £(1), £ € C?, eine
Mannigfaltigkeit der Dimension n — 1 und sei Rg (%, e

7 Osp—1

) maximal.

(a) Zeigen Sie: In einer Umgebung von I' gibt es zwei verschiedene Losungen, welche
entlang I' den Wert 1 annehmen.

(b) Fiir jede dieser Losungen w ist |u(z) — 1| der Abstand von z zu T.

(c) Berechnen Sie die beiden Losungen, wenn I' ein Teil der Sphére |z]| = 1 ist.

Aufgabe 9: (4 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung F(x,u,p) = 0 mit I € C'. Fiir alle a € R? sei
u(z) = ¢(x,a) eine Losung. Zeigen Sie:

(a) Gibt es a € C?(R? R?) mit V,¢(z,a(r)) = 0 in R?, so ist auch u(z) = ¢(z,a(z))
Losung. Sie heifit singuldre Losung.

(b) Ist die Jacobi-Matrix der Abbildung z — V,¢(x,a) nicht singulér, so gilt fiir die
singulére Losung V,F(x,a,p) = 0.

Aufgabe 10: (4 Punkte)
Wir betrachten die Clairotsche Differentialgleichung

u=p-az+flp), feC*R"
(a) Berechnen Sie die Charakteristiken.
(b) Zeigen Sie, da8 fiir alle a € R"
u=a-z+ f(a)
Losung ist.
(c) Berechnen Sie die singuldre Losung (vgl. Aufgabe 9) fiir n = 2 und f(p) = —p1po.

(d) Bauen Sie die singulére Losung explizit durch Charakteristiken auf.
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Ubungsblatt 4 , Abgabe: 16.11.2000, 15.00 Uhr, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 11: (4 Punkte)

Berechnen Sie (per Hand oder mit Maple) die Charakteristiken der folgenden drei Diffe-
rentialgleichungen und lassen Sie sich die von ihnen definierten Flachen von Maple fiir die
jeweils angegebenen Definitionsbereiche graphisch anzeigen.

ou ou
(a) : 1'87?; - y% - 07 u(x,O) - IHSC, (l‘ 6]07 1])7
ou ou

(D) : xa—y ~Ygo = uw(z,0) =Inz, (z €]0,1]);

(¢): au—— — =0, ulz,0)=z, (rel][-22]).

(Hinweis: Verwenden Sie jeweils s = x fiir die Parametrisierung der Anfangskurve.)

Aufgabe 12: (4 Punkte)
In der Differentialgleichung

ou ou
p—f(Q)7 p—%, q_(?iy

sei f € C? und f’ besitze eine differenzierbare Umkehrfunktion.

(a) Berechnen Sie den Mongeschen Kegel zu einem beliebigen Punkt (z,y, z) des IR
(b) Zeigen Sie, daf er aulerhalb der 2/ = x Kurve eine Losungsfliche ist.

(c) Geben Sie auf Q = IRT x IR fiir f: £ — %52 mit Hilfe der Mongeschen Kegel ein
vollstandiges Integral an.

Aufgabe 13: (4 Punkte)
Losen Sie die Aufgabe 8c mit Hilfe des vollstdndigen Integrals der Eikonalgleichung.

Aufgabe 14: (4 Punkte)

(a) Wir betrachten eine Differentialgleichung der Form

H(f(x,p),9(y,9)) =0



mit H, f, g € C*'(IR*) und p = g—";, q= %Z' Sei H(a,b) = 0, und es gebe Funktionen
v, v € CH(IR?)
fla.pla,z)=a,  g(y,~(by) =b.

Zeigen Sie: Dann ist

T Y
O g,0,0,0) = [ pla, )i+ [ (b 7)dj+c
eine Losung der Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie vollstédndige Integrale fiir die Differentialgleichungen
(i) F(p,q) =0,
(i) p=qy
(iii 22p* +9°¢* =1 auf IR" x IR" .



Prof. Dr. F. Natterer WS 2000,/2001
Ubungen zur Vorlesung “PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN”

Ubungsblatt 5 , Abgabe: 23.11.2000, 15.00 Uhr, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 15: (6 Punkte)

(a) Zeigen Sie: Das System

ouy B ouy B Oug 0
dy ox or
ou ou ou
a(z,y) axl - a; + a; = f(z,y)

ist in (z,y) hyperbolisch, parabolisch, elliptisch, je nachdem a(x,y) > 0, =0, bzw.
< 0 ist.

(b) Stellen Sie im hyperbolischen Fall die Normalform her.

(c) Losen Sie die Anfangswertaufgabe

Ay

>
u=20 T

und bestimmen Sie die allgemeine Losung mit Maple fiir a = 1.

Aufgabe 16: (4 Punkte)

Das System

ou ou
(1) a—y%—A%—Bu%—c

sei in €2 hyperbolisch. Sei

925 : (13, y) — (£(I7y)7 TI(I?y))
eine stetig differenzierbare und umkehrbar eindeutige Abbildung von € auf Q. Sei u eine
Losung in € und sei v = wo ¢~ L.

Zeigen Sie: v ist Losung eines hyperbolischen Systems 1. Ordnung, dessen Charakteristi-
ken von der Form ¢C' sind mit Charakteristiken C' von (1).



Aufgabe 17: (4 Punkte)
Wir betrachten das lineare System in u(z,t), v(z,t)

@—x2@+v+t:ﬁ =0

ot ox -
ov  Ov
a+%+(1—tl‘>u+t = 0.

(a) Zeigen Sie, daB das System in IR? hyperbolisch ist und berechnen Sie die Charak-
teristiken.

(b) Zeigen Sie, dafl die Losung der Anfangswertaufgabe
u(z,0) =2, v(z,0)=0, xc IR

in (IR~ U{0}) x (IR* U{0}) U{(z,¢), 0<t< 1} existiert.
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Ubungsblatt 6 , Abgabe: 30.11.2000, 15.00 Uhr, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 18: (4 Punkte)
Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
0%u 0*u 0*u

o2 + baxay + C@yz

=/

und das lineare System 1. Ordnung

(l%‘f—baiy"—caiy = f,
o9 _ 91 _
oy Or

Dabei seien a, b, ¢ # 0, f stetige Funktionen von z, y in einem Gebiet Q C IR?.
Zeigen Sie:
(a) Besitzt (1) eine Losung u € C*(Q), so ist

ou ou

P:%> q:@

eine Losung von (2).

(3)

(b) Sind p, ¢ € C'(Q) Losung von (2) und ist § einfach zusammenhingend, so gibt es

eine Losung v € C?(2) von (1) mit (3).

(c¢) (1) ist genau dann elliptisch (parabolisch, hyperbolisch), wenn (2) elliptisch (para-

bolisch, hyperbolisch) ist.

Aufgabe 19: (4 Punkte)
In welchen Punkten des R? sind die Differentialgleichungen

a.)  Ugy + YUy, + 3uy, =0,
b.) Uy — YUy, =0, (Tricomi — Gleichung)
c.) Uy — Uy, + PBu, =0, «a,B R, (Telegraphengleichung)

hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch? Benutzen Sie Maple, um eine explizite allgemei-

ne Losung anzugeben und erkldren Sie die auftretenden Funktionen.

Aufgabe 20: (4 Punkte)
Sei u € C%(2), Q C R" ein Gebiet, und sei



Zeigen Sie: v geniigt der Gleichung

Uy +

und den Anfangsbedingungen
v(z,0) = u(z), v (z,0) = 0.

wy, bezeichnet dabei wieder die Oberfléche der n-dimensionalen Einheitskugel.
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Aufgabe 21: (4 Punkte)
Sei ) ein Gebiet in IR" und u € C(2). u habe in Q die Mittelwerteigenschaft, d.h. fiir
jedes x € Q ist u(z) der Mittelwert von u iiber die Oberfliche jeder ganz in Q2 liegenden
Kugel mit Mittelpunkt x.

Zeigen Sie: Dann ist u in {2 harmonisch.

Hinweis: Die Losung eines lokalen Dirichlet-Problems zur Laplacegleichung ist harmonisch.
Aus der Mittelwerteigenschaft folgt das Maximumprinzip.

Aufgabe 22: (8 Punkte)
Zeigen Sie, dal das Poissonsche Integral fiir den Kreis vom Radius 7 um den Nullpunkt

die Form ) )
27r |z — y|?

ly|=r

hat.
Aufgabe 23: (4 Punkte)

(a) Sei Q die Kugel vom Radius r um zg in IR", n > 3, und sei u € C(Q) harmonisch
in €.

Zeigen Sie: Ist u > 0, so gilt Vo €

() rle=aol oo e < ( r ) PR ol )

r+ |x — x| r+ |x — x| r— |x — x| r— |r — o

(b) Zeigen Sie: Eine in IR", n > 3, harmonische Funktion, die nur ein Vorzeichen hat,
ist konstant.

Aufgabe 24: (4 Punkte)

(a) Sei Q C R" ein Normalgebiet, u € C%(2) harmonisch und z € €. Sei r so klein, daf}
auch die Kugel B,(z) um x mit Radius r noch in € liegt. Dann gilt

u(z) = r”T:un / u(y)dy = (':iz / u(z + ry)dy .
B (@) B (0)

(b) Beweisen Sie mit Hilfe von a) den Satz von Liouville: Jede beschréankte auf ganz R"
harmonische Funktion ist konstant.

Hinweis zu b): Schétzen Sie |u(z) —u(0)| fir x € R"™ mit Hilfe von a) nach oben ab.
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Aufgabe 25: (4 Punkte)

Sei  ein einfach zusammenhingendes Gebiet in IR?, das mindestens einen endlichen
Punkt nicht enthélt, und sei y € ). Sei f, die analytische Funktion, welche €2 eineindeutig
auf den Einheitskreis abbildet, und zwar so, daf8 f,(y) =0, f,(y) = 1 gilt (Riemannscher
Abbildungssatz).

Zeigen Sie: Die Greensche Funktion von €2 ist

Glar,y) = —5- 1o |f,()]

T

(Dabei wird der Punkt =z = ( N
2

identifiziert.)

) € IR? mit der komplexen Zahl z = x1 + iz € C

Aufgabe 26: (4 Punkte)
Sei f eine Funktion in IR", n > 2, die entlang z,, = 0 stetig und beschrankt ist. Fiir

T, > 0 sei
22,
u(z) = / ) dyy ... dyn_1 .

— n
S ]

Zeigen Sie: u 16st die Dirichletaufgabe

Ay =0 , z,>0,
v = f , z,=0.

Aufgabe 27: (4 Punkte)
Sei f € C'(IR?), und f verschwinde aufierhalb einer beschréinkten Menge. Sei u € C?(IR?)
eine Losung von
Au+Kk*(1+ flu = 0 in IR
u(z) = ekl 4 oy(x),
wo 6 € S?, k > 0 und v die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung erfiillt.
Zeigen Sie: Fiir |z| — oo gilt

ezk\a3|

47 |x|

wobei fiir |w| =1



Aufgabe 28: (4 Punkte)
Sei Q ein Normalgebiet in R”™ mit Durchmesser R, und sei u € C%*(Q) N C(Q2) Lésung von

—Au=f in Q, u=g auf 0Q.

Dann gilt in
1
< ~R? :
[ul < max|g| + 7 R® max|f]
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Ubungsblatt 9 , Abgabe: 21.12.2000, 15.00 Uhr, Ubungskasten 75 u. 76

Aufgabe 29: (4 Punkte)
Seien 7, ¢, 1) Kugelkoordinaten in R?, also 2 = r cos ¢sin, y = rsin psin, z = rcos ¢
mit r >0, 0 < p < 27, 0 < ¢ < 7. Zeigen Sie:

1 0 ou 0 1 Ou
Ay = " sin o <3T2 (7’ sin ¢ — > (91/1 (smw TP> <Smw 8@))

Aufgabe 30: (4 Punkte)
Sei Q={zreR": |z| <1}, n=12.

(a) Zeigen Sie: Fiir n = 1ist HY(Q) C C(Q).

(b) Zeigen Sie an Hand des Beispiels u(z) = fhéh L, daB dies fiir n = 2 nicht richtig ist.

||

Aufgabe 31: (4 Punkte)
Sei V' ein Hilbertraum, a eine stetige und V-elliptische Bilinearform und F' ein stetiges
lineares Funktional auf V. Sei v € V' die Losung der Variationsgleichung

a(u,v) = F(v) V veV.

Zeigen Sie: Ist a symmetrisch (d.h. a(u,v) = a(v,u), V wu,v € V), so nimmt das

Funktional 1
v g a(v,v) — F(v)

auf V sein Minimum fiir v = u an.

Aufgabe 32: (4 Punkte)
Sei u € C%(Q) N C(N) in einem Normalgebiet 2 C IR™ harmonisch, und sei y € Q.

Zeigen Sie: u(x) 1aBt sich in einer Umgebung von y in eine Potenzreihe
u(iL’) = Z Ay ... ko, (.1'1 - yl)kl s (xn - yn)kn

entwickeln, und diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig.
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Aufgabe 33: (4 Punkte)
Sei Q ein Normalgebiet in IR", und sei u € C*(Q2 x (0, 00)) eine Losung von

2
g;; = Ayu in Qx(0,00),
u = 0 in 00 x (0,00) .
Zeigen Sie:
(a) Esist

unabhéngig von t.

(b) w ist eindeutig bestimmt durch die Werte von u und %% fiir ¢ = 0.

Aufgabe 34: (4 Punkte)
Sei u Losung der Aufgabe

Uy —uy —q(z)u=0 , (z,y) €eR’

u(z,0) = ¢(x) , zeR'.

mit stetigen Funktionen ¢, ¢. Zeigen Sie: Ist ¢(z) # 0 fiir alle 2 € R', so ist ¢ durch die
Funktionen ¢ und u(0, - ) eindeutig bestimmt.

Aufgabe 35: (4 Punkte)
Sei F € C*(R' x S™1) und

Zeigen Sie, dafl

u(x,t):; /(F(x-9+t,¢9)+F(x-6’—t,9))da(6)
gn—1

Losung der Wellengleichung mit den Anfangswerten u(x,0) = f(x), u;(z,0) = 0 ist.



Aufgabe 36: (4 Punkte)
Losen Sie die Anfangswertaufgabe

Ut = Ugy U(QJ,O) =0 ) ’U/t(.ﬁl}',O) :g<x>
mit

(w)— 1, —e<z<e
I =10 , sonst .

Stellen Sie u(z, z) fiir ¢ > ¢ als Funktion von x graphisch dar.

Wir wiinschen allen Teilnehmern
ein gutes und erfolgreiches Neues Jahr!
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Aufgabe 37: (4 Punkte)
Verifizieren Sie die Kirchhoffsche Formel fiir n = 1.

(e t) = ;<f<x+t>+f<x—t>>+; [ oty

t a+(t—
/ / t)dydr .
0

z—(t—T

MM—‘

Aufgabe 38: (4 Punkte)
Leiten Sie die Kirchhoffsche Wellenformel flirn=2 ausfﬁhrlich her

u(z,t) = / 9(x +y) / (r+y)
T or N T orar N
7T‘y|<t |y‘2 Wa lyi<t |?/’2

/ Mz +y.7) drdy

T piee 0 V(=72 =yl

Aufgabe 39: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Riemannsche Funktion fiir

Loy — Pu 1 @+@
C0xdy x4y \oxr Oy

Hinweis: Machen Sie den Ansatz

Rl y:6.m) = §+nw<(£—$)(n—y)>

r+y

mit einer linearen Funktion .

Aufgabe 40: (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Riemannsche Funktion fiir

o? 02
Lu:a—xg — ayu—i-cu ¢ < 0 konstant ,
und l6sen Sie die Anfangswertaufgabe
Lu = h in IR'x (0,00)

u = f, gZ—g in IR' x {0} .
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Aufgabe 41: (4 Punkte)
Sei f € C(IR') 2m-periodisch.

Zeigen Sie, daf§ die Anfangswertaufgabe

2 .
%ff = % in IR" x (0, 00)

u = f in IR'x{0}
eine Losung der Form

ulw,t) = [ Glo =y, 1) (y)dy

mit einer in x 27-periodischen Funktion G besitzt und geben Sie diese Funktion an.
Aufgabe 42: (4 Punkte)
Zeigen Sie: Sei u € C*(G x (0,T)) N C(G x [0,T]) Losung der Differentialgleichung
u = Au-+b-Vu—cu
mit stetigen b, ¢ und ¢ > 0. Dann nimmt u sein Maximum und sein Minimum auf dem

parabolischen Rand von G x (0,7") an.

Aufgabe 43: (4 Punkte)
Sei fiir z € C

uz(ac,t) — ezz+tz2 .

Zeigen Sie:

(a) wu, ist Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung.

(b) wu, besitzt die Entwicklung

u,(z,t) = ivn(x,t)%?,
n=0 '

/2] Zn—2k

wet) = w0

(¢c) vy, ist Losung der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung.

Aufgabe 44: (4 Punkte)
Zeigen Sie, daf} folgende Funktionen Lésungen der eindimensionalen Wéarmeleitungsglei-
chung sind.



(a) Die Theta-Reihe
+oo

0(z,t) = > 7(z+2nm,t)

n=—0oo

mit der Fundamentallosung v, (Konvergenz?)

(b) u(z,t) = erfe (x/+/4t) mit der complementary error function

o0

/e‘y2dy .

xT

erfe(z) =

S
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